
Ïðîåêò ¾Ñâîäèìîñòè íà íóìåðàöèÿõ¿

Òåîðèÿ íóìåðàöèé ïîëó÷èëà ñâîå ðàçâèòèå èç èäåè �åäåëÿ êîäèðîâàíèÿ ñ÷åòíûõ ñå-

ìåéñòâ îáúåêòîâ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýòè îáúåêòû ìîæíî áû-

ëî ¾âîññòàíîâèòü¿ ïî èõ íîìåðàì. Âïåðâûå ý��åêòèâíîñòü ýòîãî ïîäõîäà áûëà ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàíà â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Ê. �åäåëÿ î íåïîëíîòå àðè�ìåòèêè [1℄. Ïîíÿòèå

âû÷èñëèìîñòè íóìåðàöèè ν íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ ïåðå-

÷èñëèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ ν(0), ν(1), ν(2), . . .. Íîìåð n èíòåðïðåòèðóåòñÿ

êàê îïèñàíèå â íåêîòîðîì �îðìàëüíîì ÿçûêå èëè êàê ïðîãðàììà ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîæå-

ñòâà ν(n). Èññëåäîâàíèå âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâà âñåõ âû÷èñëèìûõ �óíêöèé

áûëî èíèöèèðîâàíî �îäæåðñîì [2℄. Îí ðàññìàòðèâàë ñòðóêòóðó âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâîäèìîñòè. �îâîðÿò, ÷òî íóìåðàöèÿ ν ñâîäèòñÿ ê íóìåðàöèè µ,

åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ïî ëþáîìó íîìåðó n â íóìåðàöèè ν âû-

÷èñëÿåò íîìåð ìíîæåñòâà ν(n) â íóìåðàöèè µ. Åñëè íóìåðàöèè ν, µ ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó,

òî îíè íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ôàêòîð-ñòðóêòóðà ïî äàííîìó îòíîøåíèþ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, èìåíóåìîå ïîçæå ïî-

ëóðåøåòêîé �îäæåðñà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ïîëóðåøåòîê

�îäæåðñà. Ê ïðèìåðó, â ðàáîòå [3℄ �îí÷àðîâûì è Ñîðáè áûë ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä ê

ââåäåíèþ ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñåìåéñòâ êîíñòðóêòèâ-

íûõ îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ êëàññû àðè�ìåòè÷åñêîé è

Åðøîâñêîé èåðàðõèè. À â ðàáîòå [6℄ áûëî ïðåäëîæåíî îãðàíè÷èâàòü ñâîäÿùèå �óíêöèè

ñëåäóþùèì îáðàçîì: íóìåðàöèÿ ν bm-ñâîäèòñÿ ê íóìåðàöèè µ, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñ-

ëèìàÿ �óíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî ν(x) = µ(f(x)) è ïðîîáðàç f−1(x) êîíå÷åí äëÿ âñåõ x. È,

íàêîíåö, â ðàáîòå [7℄ áûëî ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå ïóíêòóàëüíîé íóìåðàöèè äëÿ ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíûõ �óíêöèé: íóìåðàöèÿ ν ñåìåéñòâà ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ �óíêöèé ÿâëÿ-

åòñÿ ïóíêòóàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ �óíêöèÿ gν(n, x), òàêàÿ, ÷òî
äëÿ âñåõ n, x ∈ ω âåðíî gν(n, x) = (ν(n))(x). Ïóíêòóàëüíîé ïîëóðåøåòêîé �îäæåðñà íàçû-

âàþò �àêòîð-ñòðóêòóðó ïóíêòóàëüíûõ íóìåðàöèé îòíîñèòåëüíî ñâîäèìîñòè ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíûìè �óíêöèÿìè.

Â ïîëóðåøåòêàõ �îäæåðñà ïðèíÿòî èçó÷àòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(1) Ìîùíîñòü ïîëóðåøåòêè.

• Â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Õóòîðåöêîãî ïîêàçàíî, ÷òî ìîùíîñòü ïîëóðåøåòîê �îä-

æåðñà âû÷èñëèìûõ ñåìåéñòâ ðàâíà 1 èëè áåñêîíå÷íà [4℄.

• Â ðàáîòå [5℄ áûë äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Õóòîðåöêîãî äëÿ âû÷èñëèìûõ ñå-

ìåéñòâ â àðè�ìåòè÷åñêîé èåðàðõèè.

• Âûïîëíèìîñòü àíàëîãà òåîðåìû Õóòîðåöêîãî äëÿ âû÷èñëèìûõ ñåìåéñòâ â èå-

ðàðõèè Åðøîâà äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íåðåøåííûì âîïðîñîì. Åñòü ãèïîòåçà, ÷òî

ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî â èåðàðõèè Åðøîâà ñ êîíå÷íîé íåòðèâèàëü-

íîé ìîùíîñòüþ ïîëóðåøåòêè �îäæåðñà.

• Â ðàáîòå [6℄ ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîã òåîðåìû Õóòîðåöêîãî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

îãðàíè÷åííûõ ïîëóðåøåòîê �îäæåðñà âû÷èñëèìûõ ñåìåéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî n ≥ 2 ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå ñåìåéñòâà ñ ìîùíîñòüþ 2n − 1
äëÿ îãðàíè÷åííûõ ïîëóðåøåòîê �îäæåðñà.

(2) �åøåòî÷íîñòü ïîëóðåøåòêè.

• Â ðàáîòå Ñåëèâàíîâà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëóðåøåòêà �îäæåðñà âû÷èñëèìûõ

ñåìåéñòâ íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíîé [8℄.

• Â ðàáîòå [5℄ áûë äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ñåëèâàíîâà äëÿ âû÷èñëèìûõ ñå-

ìåéñòâ â àðè�ìåòè÷åñêîé èåðàðõèè.

• Â ðàáîòå [6℄ ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîã òåîðåìû Ñåëèâàíîâà íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

îãðàíè÷åííûõ ïîëóðåøåòîê �îäæåðñà âû÷èñëèìûõ ñåìåéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, áû-

ëî ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâà â.ï. ìíîæåñòâ, òàêîãî, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ

ïîëóðåøåòêà �îäæåðñà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêîé.
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(3) Íàèáîëüøèé ýëåìåíò ïîëóðåøåòêè.

• Âïåðâûå äàííûì âîïðîñîì çàíèìàëñÿ ñàì Õ. �îäæåðñ [2℄.

• Êîíå÷íûå ñåìåéñòâà â.ï. ìíîæåñòâ âñåãäà èìåþò óíèâåðñàëüíóþ íóìåðàöèþ [9℄.

• Àáåøåâûì áûëî ïîñòðîåíî äâóõýëåìåíòíîå ñåìåéñòâî 2-â.ï. ìíîæåñòâ áåç óíè-

âåðñàëüíîé íóìåðàöèè.

(4) Ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû.

• Äëÿ ñåìåéñòâ â.ï. ìíîæåñòâ êîëè÷åñòâî ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ïîëóðåøåò-

êå �îäæåðñà ëèáî 0, ëèáî 1, ëèáî áåñêîíå÷íî [11, 12℄.

• Â èåðàðõèè Åðøîâà êðîìå âûøåóêàçàííûõ ñëó÷àåâ ñóùåñòâóþò ïîëóðåøåòêè

�îäæåðñà ñ äâóìÿ ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè [13℄.

• Â ïóíêòóàëüíûõ ïîëóðåøåòêàõ �îäæåðñà äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ ïðèìè-

òèâíî ðåêóðñèâíûõ �óíêöèé ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ íåò [7℄.

È.Ø. Êàëèìóëëèí, À.�. Ìåëüíèêîâ è Ê.Ì. Íã [10℄ íà÷àëè ðàçâèâàòü íîâîå íàïðàâëåíèå â

òåîðèè ñòðóêòóð, âû÷èñëèìûõ çà îãðàíè÷åííîå âðåìÿ. Â èõ ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ îáùåå ïî-

íÿòèå îíëàéí-àëãîðèòìà: îíëàéí-àëãîðèòì äîëæåí îïèñûâàòüñÿ ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû,

íå äîïóñêàþùåé öèêëîâ íåîãðàíè÷åííîé äëèíû. Òàêèå àëãîðèòìû õàðàêòåðíû äëÿ ïðèìè-

òèâíî ðåêóðñèâíûõ �óíêöèé. Âäîõíîâèâøèñü òàêîé ìîäåëüþ îíëàéí-àëãîðèòìà, Áàæåíîâ,

Îñïè÷åâ è Ìóñòà�à ïðåäëîæèëè ïóíêòóàëüíóþ ïîëóðåøåòêó �îäæåðñà äëÿ ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíûõ �óíêöèé. Îñíîâíàÿ êîíöåïöèÿ ïóíêòóàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñîñòîèò â ñëåäóþ-

ùåì: êîíñòðóêòèâíûå îáúåêòû äîëæíû âûäàâàòü íîâûå äàííûå áåç íåîãðàíè÷åííûõ îæè-

äàíèé.

Â ðàìêàõ ìàñòåðñêîé, âäîõíîâèâøèñü ïóíêòóàëüíûìè ñòðóêòóðàìè, íàøåé êîìàíäîé

áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïóíêòóàëüíîé ïîëóðåøåòêè �îäæåðñà äëÿ ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåì ïóíêòóàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíàÿ �óíêöèÿ p, òàêàÿ, ÷òî

• X = range(p);
• (∃m)(∃n < m)[p(n) = p(m)] → (∀k > m)(∃s < m)[h(k) = h(s)].

Ïóñòü S � ñåìåéñòâî ïóíêòóàëüíûõ ìíîæåñòâ. Íóìåðàöèþ ν ñåìåéñòâà S áóäåì íàçû-

âàòü ïóíêòóàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ �óíêöèÿ p(n, x),òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ ω �óíêöèÿ λx.p(n, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 1 äëÿ

ìíîæåñòâà ν(n). Â ðàìêàõ ïðîåêòà ïóíêòóàëüíóþ ïîëóðåøåòêó �îäæåðñà äëÿ ñåìåéñòâ

ïóíêòóàëüíûõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåì òàêæå, êàê â ðàáîòå [7℄.

Îñíîâíàÿ öåëü íàøåãî ïðîåêòà � èññëåäîâàíèå èíâàðèàíòîâ ïóíêòóàëüíîé ïîëóðåøåò-

êè �îäæåðñà äëÿ ñåìåéñòâ ïóíêòóàëüíûõ ìíîæåñòâ. Â ðàìêàõ ìàñòåðñêîé óäàëîñü ñóùå-

ñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â ïîíèìàíèè èíâàðèàíòîâ ïóíêòàëüíîé ïîëóðåøåòêè �îäæåðñà äëÿ

ñåìåéñòâ ïóíêòóàëüíûõ ìíîæåñòâ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñàìûì ïðîñòûì íåòðèâèàëüíûì

ñåìåéñòâîì ÿâëÿþòñÿ äâóõýëåìåíòíûå ñåìåéñòâà, è êëàññè÷åñêàÿ ïîëóðåøåòêà �îäæåðñà

âû÷èñëèìûõ äâóõýëåìåíòíûõ ñåìåéñòâ ëèáî îäíîýëåìåíòíà, ëèáî èçîìîð�íà âåðõíåé ïî-

ëóðåøåòêå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ m-ñòåïåíåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàì áûëî âàæíî ïîíÿòü

ñâîéñòâà âåðõíåé ïîëóðåøåòêè âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ prm-ñòåïåíåé, êîòîðàÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ m-ñâîäèìîñòüþ ïî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé �óíêöèè.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà A è B, òàêèå, ÷òî A ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíî, íî

íå ïóíêòóàëüíî, à B ïóíêòóàëüíî, íî íå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíî.

Òåîðåìà 2. Âû÷èñëèìàÿ m-ñòåïåíü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî prm-ñòåïåíåé.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî â.ï., íî íå âû÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò â.ï. ìíîæå-

ñòâî B, òàêîå, ÷òî A ≡m B è A �prm B.

Ñëåäñòâèå 4. Êàæäàÿ íåâû÷èñëèìàÿ â.ï. m-ñòåïåíü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî prm-

ñòåïåíåé.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü S = {A,B}, ãäå A,B � ðàçëè÷íûå ïóíêòóàëüíûå ìíîæåñòâà. Òîãäà
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(1) åñëè A èëè B êîíå÷íî, òî |R(S)| = 1;
(2) åñëè A,B áåñêîíå÷íû è A ∩ B êîíå÷íî, òî |R(S)| = 1;
(3) åñëè A ⊂ B, òî |R(S)| = ∞ ñ ãëàâíûì ýëåìåíòîì. Â ÷àñòíîñòè, R(S) èçîìîð�íî

âåðõíåé ïîëóðåøåòêå â.ï. prm-ñòåïåíåé.

Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóþò ïóíêòóàëüíûå ìíîæåñòâà A,B, òàêèå, ÷òî

(1) |A ∩B| < ∞ è äëÿ S = {A,B} íåò óíèâåðñàëüíîé íóìåðàöèè.

(2) |A ∩B| < ∞ è |R({A,B})| = 1.
(3) |A ∩B| = ∞ è |R({A,B})| = ∞ áåç ãëàâíîãî ýëåìåíòà.

Òåîðåìà 7. Íå ñóùåñòâóåò ïóíêòóàëüíîé íóìåðàöèè ñåìåéñòâà âñåõ ïóíêòóàëüíûõ

ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 8. Åñëè áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî S îáëàäàåò �ðèäáåðãîâîé íóìåðàöèåé, òî âR(S)
íå ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà, òåì ñàìûì |R(S)| = ∞.
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